[bookmark: _Toc246159945][bookmark: _Toc274073356][bookmark: _Toc289805642]1.4.7. Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung bei Binomialverteilungen

Gegeben sind zwei Bernoulliversuche.
a) n = 100, p = 0,1		b) n = 50, p = 0,2

Es wird bei beiden Versuchen erwartet, dass 10 Erfolge eintreten. 
(100 · 0,1 = 50 · 0,2 = 10)

DEF: ERWARTUNGSWERT EINER BINOMIALVERTEILUNG	
Gegeben sei ein n-stufiger Bernoulliversuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. Für den Erwartungswert µ der Zufallsgröße X: Anzahl der Erfolge gilt:	
µ = E(X) = n · p

[image: ]	[image: ]
Das Maximum einer Binomialverteilung liegt in der Nähe des Erwartungswertes.

Aus den Verteilungen erkennen wir, dass die Werte unterschiedlich um den Erwartungswert streuen.


DEF: VARIANZ UND STANDARDABWEICHUNG BEI BINOMIALVERTEILUNGEN	
Gegeben sei ein n-stufiger Bernoulliversuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p und der Misserfolgswahrscheinlichkeit q = 1 – p.	
Die Zufallsgröße X: Anzahl der Erfolge hat	
die VARIANZ V(X) = n · p · q	und
die STANDARDABWEICHUNG 

Das heißt für unsere Beispiele:
a) V(X) = 100 · 0,1 · 0,9 = 9, also s = 3
b) V(X) = 50 · 0,2 · 0,8 = 8, also s  2,83

Führt man eine große Anzahl von Versuchen durch, so werden die Histogramme mit steigendem n immer breiter und flacher. Oft kommt dem Erwartungswert keine große Bedeutung zu. Vielmehr ist interessant, wie viele Werte in der Nähe des Maximums ähnliche Wahrscheinlichkeiten haben.






Ein Versuch mit p = 0,1 wird 500-mal durchgeführt. Es ist µ = 50, V(X) = 45, s  6,71.
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Welche Werte um den Erwartungswert (µ – r ≤ X ≤ µ + r) haben eine Gesamtwahrscheinlichkeit von etwa 90 %?



Jedem Radius lässt sich eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuordnen. Wählt man eine Umgebung r = 11 um den Erwartungswert, beträgt die Wahrscheinlichkeit etwa 90 %. 

Dabei zeigen weitere Versuche, dass der Quotient aus Radius und Standardabweichung bei einer Wahrscheinlichkeit von 90 % bei etwa 1,64 liegt. Es ist r = 1,64 s.

Zwischen dem Radius der Umgebung um einen Erwartungswert und der Wahrscheinlichkeit der Umgebung gibt es eine eindeutige Zuordnung. Diese ist umso genauer, je größer n ist. Dabei muss s > 3 sein (Laplace-Bedingung).

Für s > 3 gilt:
	P(µ – r ≤ X ≤ µ +r)
	r

	0,90
	1,64 s

	0,95
	1,96 s

	0,99
	2,58 s
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Umgebung von E(X)

n = 500 Erwartungswert 50

p = 0,1 Varianz 45

q = 0,9 Standardabweichung 6,708

Radius unterer Wert oberer Wert Wahrscheinlichkeit r : sigma

1 49 51 0,11758 0,15

2 48 52 0,23266 0,30

3 47 53 0,34291 0,45

4 46 54 0,44626 0,60

5 45 55 0,54108 0,75

6 44 56 0,62618 0,89

7 43 57 0,70090 1,04

8 42 58 0,76505 1,19

9 41 59 0,81890 1,34

10 40 60 0,86309 1,49

11 39 61 0,89852 1,64

12 38 62 0,92627 1,79

13 37 63 0,94752 1,94

14 36 64 0,96340 2,09

15 35 65 0,97499 2,24

16 34 66 0,98325 2,39

17 33 67 0,98901 2,53

18 32 68 0,99292 2,68

19 31 69 0,99553 2,83

20 30 70 0,99722 2,98
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Tabelle1

				Binomialverteilung

				n =		500				50

				p =		0.1

				k		P(X=k)		P(X<=k)

		0		0		0.00000		0.00000

		1		1		0.00000		0.00000

		2		2		0.00000		0.00000

		3		3		0.00000		0.00000

		4		4		0.00000		0.00000

		5		5		0.00000		0.00000

		6		6		0.00000		0.00000

		7		7		0.00000		0.00000

		8		8		0.00000		0.00000

		9		9		0.00000		0.00000

		10		10		0.00000		0.00000

		11		11		0.00000		0.00000

		12		12		0.00000		0.00000

		13		13		0.00000		0.00000

		14		14		0.00000		0.00000

		15		15		0.00000		0.00000

		16		16		0.00000		0.00000

		17		17		0.00000		0.00000

		18		18		0.00000		0.00000

		19		19		0.00000		0.00000

		20		20		0.00000		0.00000

		21		21		0.00000		0.00000

		22		22		0.00000		0.00000

		23		23		0.00000		0.00001

		24		24		0.00001		0.00002

		25		25		0.00002		0.00004

		26		26		0.00004		0.00007

		27		27		0.00008		0.00015

		28		28		0.00014		0.00029

		29		29		0.00026		0.00055

		30		30		0.00045		0.00100

		31		31		0.00076		0.00176

		32		32		0.00124		0.00300

		33		33		0.00195		0.00495

		34		34		0.00297		0.00792

		35		35		0.00440		0.01232

		36		36		0.00631		0.01863

		37		37		0.00880		0.02743

		38		38		0.01191		0.03934

		39		39		0.01568		0.05502

		40		40		0.02007		0.07509

		41		41		0.02502		0.10011

		42		42		0.03039		0.13050

		43		43		0.03596		0.16646

		44		44		0.04150		0.20796

		45		45		0.04673		0.25469

		46		46		0.05135		0.30604

		47		47		0.05512		0.36116

		48		48		0.05780		0.41896

		49		49		0.05924		0.47820

		50		50		0.05937		0.53757

		51		51		0.05821		0.59578

		52		52		0.05584		0.65162

		53		53		0.05245		0.70407

		54		54		0.04824		0.75231

		55		55		0.04346		0.79577

		56		56		0.03838		0.83415

		57		57		0.03321		0.86736

		58		58		0.02819		0.89555

		59		59		0.02346		0.91901

		60		60		0.01916		0.93817

		61		61		0.01536		0.95353

		62		62		0.01208		0.96561

		63		63		0.00933		0.97495

		64		64		0.00708		0.98203

		65		65		0.00528		0.98731

		66		66		0.00386		0.99117

		67		67		0.00278		0.99395

		68		68		0.00197		0.99592

		69		69		0.00137		0.99729

		70		70		0.00094		0.99823

		71		71		0.00063		0.99886

		72		72		0.00042		0.99927

		73		73		0.00027		0.99955

		74		74		0.00017		0.99972

		75		75		0.00011		0.99983

		76		76		0.00007		0.99990

		77		77		0.00004		0.99994

		78		78		0.00003		0.99996

		79		79		0.00001		0.99998

		80		80		0.00001		0.99999

		81		81		0.00001		0.99999

		82		82		0.00000		1.00000

		83		83		0.00000		1.00000

		84		84		0.00000		1.00000

		85		85		0.00000		1.00000

		86		86		0.00000		1.00000

		87		87		0.00000		1.00000

		88		88		0.00000		1.00000

		89		89		0.00000		1.00000

		90		90		0.00000		1.00000

		91		91		0.00000		1.00000

		92		92		0.00000		1.00000

		93		93		0.00000		1.00000

		94		94		0.00000		1.00000

		95		95		0.00000		1.00000

		96		96		0.00000		1.00000

		97		97		0.00000		1.00000

		98		98		0.00000		1.00000

		99		99		0.00000		1.00000

		100		100		0.00000		1.00000





Tabelle2

		Umgebung von E(X)

		n =		500				Erwartungswert		50

		p =		0.1				Varianz		45

		q =		0.9				Standardabweichung		6.708

		Radius		unterer Wert		oberer Wert		Wahrscheinlichkeit		r : sigma

		1		49		51		0.11758		0.15

		2		48		52		0.23266		0.30

		3		47		53		0.34291		0.45

		4		46		54		0.44626		0.60

		5		45		55		0.54108		0.75

		6		44		56		0.62618		0.89

		7		43		57		0.70090		1.04

		8		42		58		0.76505		1.19

		9		41		59		0.81890		1.34

		10		40		60		0.86309		1.49

		11		39		61		0.89852		1.64

		12		38		62		0.92627		1.79

		13		37		63		0.94752		1.94

		14		36		64		0.96340		2.09

		15		35		65		0.97499		2.24

		16		34		66		0.98325		2.39

		17		33		67		0.98901		2.53

		18		32		68		0.99292		2.68

		19		31		69		0.99553		2.83

		20		30		70		0.99722		2.98





Tabelle3
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